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OZET

Bu calisma, i¢ carpim uzaylari Gzerindeki lineer dontsumleri inceleyerek, vektor uzaylarindaki matematiksel ve geometrik 6zellikleri anlamayi amaclamaktadir. bu dénistmlerin ic carpim uzaylarindaki teorik temellerini ele alarak, matematiksel modelleme
ve cesitli uygulama alanlarinda nasil kullanilabilecekleri konusunda bir anlayis sunmayi hedeflemektedir. Calismada sirasiyla i¢c carpim uzayi ve lineer dontsimin tanimi daha sonrasinda i¢ carpim uzaylari Gzerinde lineer dontstimler ve onunla ilgili 6zel
donustimlerin bazi tanim ve teoremlerine yer verilmistir.

ON BILGILER IC CARPIM UZAYLARI UZERINDE OZEL DONUSUMLER
IC CARPIM UZAYI Hermit Doniisiimleri
Tanim: V bir reel vektor uzayi olsun. Tanim: V n-boyutlu kompleks i¢c carpim uzayi ve A:V — V lineer donusim olsun. VX,Y € V icin
(y:VxXV - R (A(X),Y) = (X,A(Y))

(@.p) ~—(ap)y=af

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (,) fonksiyonuna V Uzerinde bir i¢ garpim fonksiyonu, V vektor uzayina da bir ig
¢arpim uzayi denir.

ozelligi saglaniyorsa A ya V' de bir Hermit doniisiimii

(A(X),Y) = —(X, A(Y))

- Simetri Ozelligi: Va, 8 € V icin (@, B) = (8, @) ozelligini sagliyorsa A ya V da bir ters Hermit dontisimiui denir.
- Bilineerlik Aksiyomu: Va, 5,y € V ve VA € R igin

o (a+p,y)=(a,y)+{(B,y) Teorem: V kompleks i¢ carpim uzayi olsun. 4: V — V dénisimiinin Hermit déniisimi olmasi icin gerek ve yeter sart
VX € Vigin (A(X), X) € R olmasidir,

(@, +vy)=A(a,p) +{a,y)

(Aa, B) = Ma, B) Teorem: V kompleks i¢ carpim uzayi olsun. A: V — V lineer dontsimu icin asagidaki onermeler birbirlerine esdeger
(@, AB) = Ka, B) niteliktedir.
veyaVa, B,y € VveVAu € Rigin

(Aa + upB,y) = Ha,y) + u(B,v) i) A bir Hermit dontsimdair.
o (@B +uy) = Ma,B) + u(a,y) lj) (A(X),Y) = (X, A(Y)) VX, Y €V

iR iii) V' nin bir ortonormal bazina gére A déntsimine bir A Hermit matrisi karsilik gelir.
- Pozitif Tanimhhk: Va € Vicin (o, a) € R, (a,a) =2 0ve(a,a) =0 a =0

Ozellik: Bir Hermit matrisinin tersi de bir Hermit matrisidir
LINEER DONUSUM

Ozellik: A ve B iki Hermit matrisi ise A + B ve A — B matrisleri de Hermit matrisidir.
Tanim 1.2: VV ve W, ayni J cismi Gzerinde iki vektor uzayi ve A: V — W bir donlistim olsun. A donlsimu;

1) A(a + B) = A(a) + A(B),Va,B EV Simetrik Donusumler
2) A(ca) = cA(a),Va € V,Vc € Tanim: V reel i¢ ¢carpim uzayive A:V — V lineer donlsum olsun. VX, Y € V igin

(A(X),Y) = (X, A(Y)) 6zelligi saglaniyorsa A ya V lizerinde simetrik doniisiim (self adjoint doniisiim) ve

ozelliklerini sagliyorsa A" ya V den W' ya bir lineer doniisiim (operatér, homomorfizma) denir. S St o ) DRSS _
(A(X),Y) = —(X,A(Y)) ozelligini saghyorsa A ya V lzerinde ters simetrik déniisiim denir.

IC CARPIM UZAYLARI UZERINDE LINEER DONUSUMLER

Ozellik: V bir reel i¢ carpim uzayi ve By, B,, ..., B,,, de V’ nin birer simetrik déniisiimleri olsun. B; 2+ B, 2+ -+ B,, 2= 0

Tanim: V,J cismi Uzerinde bir i¢ garpim uzayi olsun. V*, ¥V’ nin dual uzayi ve p € V olmak lizere Va € V igin ikenB; =B, =+ =B,,, = 0 olur.
F:‘lf _)VV* - izometri (ic carpimi koruyan déniisiimler)
p—->L V=3 _
a - [‘p(a) = (a,p) LR R E I Tanim: V ve W iki i¢ carpim uzayive A:V — W lineer dénisim olsun. VX, Y € V icin ((AX), (AY)) = ((X,Y)) ozelligi

saglaniyorsa A ya izometri veya i¢ carpimi koruyan doniisiim denir.

Teorem: V,J cismi tzerinde bir i¢ garpim uzayi ve V", V’ nin dual uzayi olsun. I':V — V7, I}, (@) = {a, p) fonksiyonu
lineerdir. Teorem: V ve W ikiic carpim uzayi ve A: V = W lineer dontsim olsun. A’ nin bir izometri olmasi icin gerek ve yeter sart
Va €V, |l A(a) | =l « || olmasidir.

Teorem: V i¢ carpim uzayindan tanimli T': V — V* déniistimi bir lineer izomorfizmdir. Uniter Déniisiimler

Tanim: V kompleks i¢ carpim uzayi olsun. A: V — V lineer dontisimi VX, Y € V igin (A(X),A(Y)) = (X, Y) ozelligini

. . , saglaniyorsa A donusiimune tiniter doniisiim denir.
Tanim: V bir i¢ carpim uzayi ve V™ da I/’ nin dual uzayi olsun.

v-v" Teorem: 1V kompleks i¢ carpim uzayi olsun. Bir A: VV = V lineer donlistmunun Uniter olmasi icin gerek ve yeter sart
p—oL: V-3 A™A = I olmasidir.

a— Fp(“): (a,p)

izomorfizmine bir i¢ carpim izomorfizmi denir. Teorem: V kompleks ic carpim uzayi ve A: V — V lineer déniisiim olsun. Asagidaki dnermeler esdegerdir.

1) A Uniterdir.

Tanim: V n-boyutlu bir ic carpim uzayi ve A:V — V lineer dontstimu verilsin. I': V — V™" ic carpim izomorfizmi yardimiyla 2) A,V deki normlari korur. Yani VX € Vigin || A(X) lI=Il X II.
tanimlanan A*:T71AT: V — V déniisimiine A’ nin eki (adjointi) denir. 3) VX € V birim vektdri icin A(X) de birim vektordir.

Ortogonal Donlisiimler

Tanim: V reel i¢ carpim uzayi ve A:V — V lineer donlisiim olsun. VX € V igin (A(X),A(X)) = (X, X)yani AA" = A"A =1
ozelligini saghyorsa A lineer dontsimuine V'’ nin bir ortogonal doniisimii denir.

Teorem: V ic carpim uzayi Gizerinde tanimh A: V — V lineer dontsimuniin A* eki lineerdir.

Teorem: V biri¢ carpim uzayive A:V — V lineer donlisiimi olsun. A®, A’ nin eki olmak Uzere Va, f € V igin
(A(a), B) = (a, A*(B)) esitligi saglanacak sekilde bir tek A* vardir.

Teorem: V biric carpim uzayi ve A:V — V ortogonal donlisiim olsun. Eger S: V — V self adjoint donlsim (simetrik) ise

. . . P . , A"1SA:V - V donlsimi de self adjointtir.
Teorem: V n-boyutlu bir kompleks i¢ garpim uzayi olsun. A: V — V lineer dontisimi ve VX € V igin (A(X),X) =0ise A =0

dir.

Normal Dénusumlier
Tanim: V, S cismi Gzerinde bir i¢ carpim uzayi ve {a, a5, ..., @} sistemi V' nin bir ortonormal bazi olsun. A:V —= V lineer Tanim: V, S cismi iizerinde bir ic carpim uzayi ve A: V — V lineer déniistim olsun. Eger AA* = A*A ise A ya normal
donudsimunin matrisi A(aj) = Z}Llaijai, 1 <j <nolmakuzere 4 = [aij]nxn oldugunu biliyoruz. Benzer sekilde doniisim denir.

A*:V - V ek donlisimiiniin matrisi

Teorem: V bir kompleks i¢c carpim uzayi ve A: V — V normal donlsim olsun. O halde VX,Y € V icin || A(X) ll= 1A*(X)]|

n
* = i < k<
A" (a) 2 byaj,1<=k=n esitligi saglanir.
—

l

olmak tizere A* = [b;;] olsun. Ayrica (A(aj), ak) = (aj,A*(ak)) ve Ozellik: A bir normal déniisiim ise A™ = 0 olur.

(A(aj), ax) = ayj ve (a;, A*(ay)) = by olmak lizere ay; = b, oldugu icin A* = A" bulunur.

KAYNAKCA

[1] Yiice, S., “ LINEER CEBIR ”, 2. Baski , PEGEM AKADEMi , Ankara , 2019

[2] Axler, S., “ Linear Algebra Done Right “, (S. Axler, F.W Gehring, K.A Ribet), Second Edition, Springer, New York,
1997

[3] Rynne, B.P. and Youngson, M.A., “Linear Analysis Functional”, Second Edition, Springer, Edinburgh, 2008




